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RESUMO: O problema de pesquisa do presente projeto é o da determinacdo da relacdo de
condigdo historico-filosofica entre o desenvolvimento da Teoria de Conjuntos de Georg Cantor e
a nocdo de proposicdes analiticas e a priori nos Fundamentos da Aritmética de Gottlob Frege.
Quer-se saber a exata medida em que o desenvolvimento inicial da Teoria de Conjuntos
impactou 0 modo como Frege desenvolve suas distingBes proposicionais. A hipdtese inicial da
pesquisa é a de que sem as obras de Cantor — ou, pelo menos, sem a antecedéncia da nocéao de
sucessor de Grassmann — Frege nao teria como determinar suas distingbes proposicionais. No
que se segue, € apresentado, de maneira sintética, 0 modo como dois outros fatores influenciaram
as distingbes fregeanas, a saber, o psicologismo légico-aritmético do século XIX e o
desenvolvimento de geometrias ndo-euclidianas. Para tanto, primeiramente, expde-se 0 modo
como a distincdo foi concebida por Kant na Critica da Razédo Pura e algumas de suas limitacdes.
Em seguida, aborda-se a maneira em que o psicologismo se faz presente na obra de Mill. Logo
apos, apresenta-se 0 que € uma geometria nao-euclidiana. Por fim, expde-se a critica de Frege ao
psicologismo nos Fundamentos da Aritmética, suas no¢des de proposicdes analiticas e de
proposicdes a priori e demonstra-se o vinculo dessas no¢bes com o psicologismo, com as

geometrias do século XIX e com a nascente Teoria de Conjuntos.

ABSTRACT: The research problem of this research project is to determine the historical-
philosophical conditions of the relationship between the development of Georg Cantor's Set
Theory and the notion of analytical and a priori propositions in Gottlob Frege's Foundations of
Arithmetic. It is aimed to know the exact extent to which the initial development of Set Theory
impacted the way Frege develops his propositional distinctions. The initial hypothesis of this
investigation is that without the Cantor’s works — or, at least, without the advance of
Grassmann's concept of successor — Frege would not have been able to determine his
propositional distinctions. In what follows, it is presented, in a nutshell, the way in which two
other factors influenced Frege's distinctions, namely, the logical-arithmetic psychologism of the
19th century and the development of non-Euclidean geometries. To do so, firstly, it is presented
how the distinction was conceived by Kant in the Critique of Pure Reason and some of its
limitations. Then, it is shown in which sense it is possible to call Mill’s doctrine a psychologistic
one. Soon after, it is introduced what is a non-Euclidean geometry. Finally, Frege's critique of
psychologism in the Foundations of Arithmetic is presented, the author’s notions of analytical
propositions and a priori propositions are analysed, and it is argued that there is a link between
these notions, the logical-arithmetical psychologism, the non-Euclidian geometries the nascent

Set Theory.



INTRODUCAO

Em filosofia, a0 menos desde a primeira recepcdo da Critica da Razdo Pura, existe um
indiscutivel esforco global de compreensdo das nocdes de juizos analiticos e de juizos a priori.
H4, ainda, sobretudo nos universos angl6fono, germandfono e lus6fono, um admiravel cuidado
de leitura dos textos de Gottlob Frege — inclusive dos Fundamentos da Aritmética — buscando
por suas nogdes de proposicdes analiticas e de proposicoes a priori.

O que este projeto apresenta é uma tentativa de composicdo dessas formidaveis
producdes: quer-se compreender como foi possivel que Frege afirmasse adocdo ao espirito das
distingdes kantianas (FREGE, 19744, 210) e que, ao mesmo tempo, tenha modificado a distin¢ado
em pontos tdo sensiveis — para ndo dizer que o filésofo a alterou completamente.

Para isso, neste projeto, mostrar-se-4 como (i) o psicologismo logico-aritmético do século
XI1X e como (ii) a aurora das geometrias ndo-euclidianas foram marcos irrevogéveis da historia
do pensamento do autor que o obrigaram a modificar a distingdo. Ao mesmo tempo, ficara claro
gue hd um elemento da historia que precisara ainda ser ainda analisado: o papel da Teoria de

Conjuntos.

JUSTIFICATIVA

1. A nocdo kantiana de analiticidade

A distingdo entre juizos a priori e a posteriori e entre juizos analiticos e sintéticos é
fundamental para a Critica da Razdo Pura. O estabelecimento dessa distincdo aparece logo na
“Introducdo” da obra e ¢ a partir dessa distingdo que o filésofo de Konigsberg apresenta o
problema fundamental de sua filosofia tedrica: “como sdo possiveis os juizos sintéticos a priori”
(KANT, 2001, A 32 = B 19)? Nesta secdo do texto, quer-se estabelecer (i) como Kant elabora a
distincdo; (ii) o modo como, a partir da distin¢do, o filésofo classifica os juizos da légica, da
aritmética e da geometria e (iii) como as palavras de Kant exibem certa ambiguidade que levam
o leitor de sua primeira Critica a supor que a distin¢cdo se ancora em principios psicologicos.
Essa exposicdo sera importante para, nas se¢des seguintes deste trabalho, mostrar como Frege €

obrigado a repensar a nogdo de analiticidade e sua relacdo com geometria e aritmética.

1.1 Conhecimentos a priori e a posteriori



A distincdo entre conhecimentos (Erkentinisse) a priori e a posteriori é estabelecida
primeiramente em um registro negativo. Kant nos diz que os conhecimentos a posteriori sdo
aqueles que tém sua origem/fonte (Quelle) na experiéncia e que 0S juizos a priori,
diferentemente, s@o aqueles independentes (unabhéngige) da experiéncia (Cf. Ibid, B 2).

Logo apos, todavia, na segunda se¢do da “Introdugdo”, Kant estabelece dois critérios
positivos (Cf. PATON, 2001, p. 77) para que se possa distinguir um conhecimento a priori. Em
primeiro lugar, como a experiéncia ensina apenas que algo possa ser desta ou dagquela maneira,
mas nunca que ndo possa ser diferentemente, um conhecimento pode ser distinguido como a
priori caso ele seja necessario (Cf. KANT, 2001, B 3). Em segundo lugar, dado que a
experiéncia nunca € capaz de apresentar verdades sobre a totalidade dos objetos, mas apenas
sobre uma generalidade por inducdo, um conhecimento genuinamente universal é a priori.

Consequentemente, conhecimentos a priori sdo, negativamente, independentes da
experiéncia no que diz respeito a sua origem e, positivamente, sdo conhecimentos universais e
necessarios/apoditicos com respeito a quantidade e a modalidade, respectivamente. Em
contraposi¢do, conhecimentos a posteriori sdo derivados da experiéncia e, por isso, s6 possuem
generalidade indutiva e sdo todos contingentes/problematicos (Cf. Ibid, A70 =B 95e A 74-75 =
B 99-100).

O fil6sofo oferece exemplos que podem iluminar a distingdo. Entre os juizos a priori se
encontram “toda mudanga tem uma causa” (Ibid., B 3); “em um triangulo a soma de dois lados ¢
maior que a do terceiro” (Ibid, A 25 = B 39); “o espago tem somente trés dimensdes” (lbid, B

41). Entre 0s juizos a posteriori encontra-se “os corpos sdo pesados” (lbid, B 41).

1.2 Juizos analiticos e juizos sintéticos

Como no caso da distingdo precedente, discernir juizos analiticos de juizos sintéticos
envolve ndo apenas uma dimensdo. Por um lado, (i) pode-se chamar um juizo analitico quando o
conceito (Begriff) que atua como predicado do juizo estd contido no ou pertence ao conceito
qgue atua como sujeito do juizo (Cf. Ibid, A 6-7). Nessa perspectiva, um juizo é chamado
sintético quando n&o se respeita essa relagdo de continéncia, ou seja, quando o conceito que atua
como predicado néo estd contido no conceito que atua como sujeito.

Por outro lado, (ii) é possivel afirmar que um juizo é analitico quando a relacéo entre
predicado e sujeito do juizo é pensada por identidade (Cf. Ibid, A 7). Quando essa relagdo de

identidade ndo estiver presente, pode-se chamar o juizo de sintético.



Por fim, e em dltima instancia, (iii) um juizo pode ser chamado analitico quando ele é
explicativo ao invés de ser extensivo. 1sso quer dizer: um juizo sintético acrescenta informacgoes
ao conceito do sujeito; um juizo analitico apenas explicita o conceito.

Os exemplos que Kant oferece de juizos analiticos sdo muito cuidadosamente coletados
pelo autor: “todos os corpos sdo extensos” (Ibid, B 11), “todos os corpos sdo impenetraveis” e
“todos os corpos possuem certa figura” (Ibid, B 12). Em contrapartida, Kant afirma que o juizo

“0s corpos sao pesados” ¢ um juizo sintético.

1.3 Articulacéo das duas distin¢des

N&o ha grande complexidade em perceber como esses dois pares de nocdes se articulam
para formar quatro pares de tipos de juizos que, pelo modo em que Kant os define, podem ser
reduzidos a trés tipos de juizos.

Em primeiro lugar, tém-se os juizos sintéticos a posteriori. Por serem a posteriori, esses
juizos tém sua origem na experiéncia e, por serem sintéticos, 0s conceitos de seus predicados néo
estdo contidos nos conceitos de seus sujeitos. Assim, quando se assente que “o corpo é pesado”
se esta em posse de um juizo sintético a posteriori que, como tal, expande o conceito do sujeito e
0 faz por ter seu suporte na experiéncia.

Em segundo lugar, poder-se-ia pensar na possibilidade de juizos analiticos a posteriori,
mas essa possibilidade estd vetada. I1sso porque, de acordo com a definicdo de Kant, os juizos
analiticos ndo fazem mais do que explicitar o significado do conceito que atua como sujeito do
juizo. Se for assim, entdo os juizos analiticos tém seu fundamento nos significados dos seus
conceitos e nas leis da légica, em especial nos principios de identidade e de ndo contradicao.

Em terceiro lugar, tém-se 0s juizos analiticos a priori. Todos os juizos analiticos sdo
desse tipo. Sdo a priori, pois, baseados unicamente nos significados dos conceitos empregados e
nas leis da ldgica, sua verdade ndo se deriva da experiéncia. Isso pode ser visto, inclusive, por
sua necessidade e sua universalidade: quando se diz que “0S cOrpos sdo extensos”, isso é
necessariamente verdadeiro para todo triangulo possivel.

Por fim, e de maneira problematica, podem-se considerar 0s juizos sintéticos a priori.
Esses juizos acrescentam algo novo ao conceito do sujeito, pois o predicado esta pensado
completamente fora do conceito do sujeito. Simultaneamente, esses juizos sao a priori, pois, por
ndo terem sua origem na experiéncia, suas verdades sdo pensadas com necessidade e
universalidade rigorosas. Neste momento, interessa citar o supramencionado “em um tridngulo a

soma de dois lados ¢ maior que a do terceiro” (Ibid, A 25 = B 39).



1.4 Juizos sintéticos e analiticos na logica, na geometria e na aritmética

Como anteriormente apresentado, as distingdes efetuadas por Kant ndo sdo meras
curiosidades logicas. Ao contrario, € a partir dessas distingdes que o filésofo apresenta o
problema de sua filosofia tedrica. Consequentemente, obviamente, o pensador discerne e reflete
sobre as ciéncias a partir das noc¢Oes apresentadas. Isso € de todo importante nesta oportunidade,
pois, argumentar-se-a mais a frente, ndo s6 o fundamento da distincdo se altera de Kant para
Frege, mas, sobretudo, se altera também o modo como Frege concebe a relacdo entre as
distingdes e as ciéncias.

Para Kant, a I6gica encontrou o caminho seguro da ciéncia ja h&d muito (Cf. Ibid, B VIII).
Isso porque, de acordo com o prussiano, na logica “o entendimento se ocupa de si mesmo e de
sua forma... [na logica] a razdo ndo trata de objetos, mas apenas ocupa-se de si mesma” (lbid, B
IX). Mais a frente no texto da primeira Critica, o filésofo dira ainda que “A 16gica nio alarga os
conhecimentos” (Ibid, A 61), pois ela “pode chamar-se analitica e €, por isso mesmo, a pedra de
toque, pelo menos negativa da verdade” (Ibid, B 84). Isso, entdo, quer dizer que a ldgica procede
por analise de conceitos. Os conceitos dos predicados dos juizos lo6gicos estdo contidos nos
conceitos dos sujeitos desses juizos. O pensador ndo afirma diretamente, mas é de se esperar, a
partir do que acaba de ser apresentado, que a relacdo de identidade entre os predicados e 0s
sujeitos dos juizos da logica diga respeito a forma do entendimento. Isso quer dizer: o
entendimento possui regras de operacdo que sdo as leis da logica e o proprio entendimento
analisa essas regras e formula as leis l6gicas que, por sua vez, ja estdo historicamente disponiveis
em sua totalidade desde Aristoteles. Um resultado direto e importante dessas afirmacfes é o de
que as leis logicas, sendo analiticas, sdo absolutamente a priori e, consequentemente, produzem
genuina universalidade e rigorosa necessidade.

A matematica' também muito cedo encontrou o caminho seguro, mas, diferentemente do
que ocorre no caso da logica, ndo foi tdo facil esse encontro. Segundo Kant, essa dificuldade se
deu por conta da 6bvia presenca de juizos sintéticos em toda a matematica. Assim, a matematica
ndo teve a sorte da légica de derivar seus principios e leis analiticamente a partir do
entendimento. Alternativamente, a matematica precisou operar sinteticamente com base nas
intuicOes puras e nos esquemas.

Os exemplos classicos que o autor da no “item V” da “Introdu¢@o” e que se somam aos

supramencionados sdo o dos juizos “5+7=12"% ¢ “a menor distancia entre dois pontos é uma

! Sob a qual o filésofo organiza a aritmética e a geometria (Cf. Ibid, B 14-16).
2 N#o irrelevantemente citado por Frege (1974a, 209).



linha reta” (lbid, A 716 = B 744). No primeiro juizo, Kant nos diz que ndo é possivel, por
simples analise do conceito da soma de “cinco mais sete” Se chegar ao resultado “doze”. Para
ele, ocorre a realizacdo de uma operacao que pode e deve ser amparada pelo auxilio de intuicGes
externas como, por exemplo, os dedos da méo ou pontos numa folha. No segundo juizo, o autor
diz que tampouco se pode extrair da simples nocdo de linha reta qualquer dado quantitativo.
Também na geometria, 0 operador precisa recorrer a intuicdo pura para a construcdo da
linha e para a determinacéo do principio.

Por fim, menos importantemente aqui, mas mais centralmente para Kant, a fisica esta
numa relagdo muito proxima com a matematica. Ainda que, diferentemente da matemaética, a
fisica seja a priori e ndo pura, também o0s seus juizos e, sobretudo, os principios sobre 0s quais se
assenta, sdo a priori e sintéticos. Por esse motivo, muito tempo levou até que a fisica encontrasse
o caminho seguro da ciéncia. Os exemplos oferecidos pelo autor sdo “em todas as modificacdes
do mundo corp6reo a quantidade da matéria permanece constante” e “em toda a transmissio de

movimento, a agdo e a reacdo tém de ser sempre iguais uma a outra” (Ibid, B 17).

1.5 Avaliacao das distingdes

Alguns detalhes acerca das distin¢Ges efetuadas por Kant requerem aqui especial atencdo.
Em primeiro lugar, é fundamental notar que o campo de discussdo kantiano é — como nao
poderia ser diferente — 0 da epistemologia moderna e ndo o da moderna filosofia da linguagem.
O prussiano aceita sem ressalvas que 0s juizos sobre os quais estd falando sdo representacoes
(Vorstellungen) (Cf. Ibid, A 197 = B 242 e A 320 = B 376) e, como tais, sdo itens de
consciéncias aos moldes das ideias cartesianas e lockeanas. Portanto, o registro da distin¢cdo nao
é 0 das proposices (Satze) e, assim, ndo é o da linguagem no sentido contemporaneo®.

A partir disso, sobre a distincdo entre a priori e a posteriori, a primeira coisa que precisa
ser resgatada é que ela é feita em duas frentes: a negativa e a positiva. E fundamental perceber
gue a dimens&o negativa versa sobre a origem dos conhecimentos e a segunda dimenséao sobre a
modalidade da copula. Em outras palavras, talvez seja possivel afirmar que a dimensao positiva
seja estabelecida a partir de recursos ldgicos — e, mesmo assim, discutivelmente —, todavia, a
dimensdo negativa, sem duvida, ndo é estabelecida exclusivamente de acordo com principios
logicos. Ter ou ndo origem na experiéncia ndo é e ndo pode ser estabelecido com base nos

principios fundamentais da l6gica classica e, muito menos, com base na sintaxe propria dos

® De fato, se se segue aquilo que foi defendido por Kenny, é justamente na filosofia de Frege que o pensamento
ocidental efetua a virada semantico-linguistica (Cf. KENNY, 2005, p.6).



juizos em questdo. De fato, os principios 16gicos ou a sintaxe seriam irrelevantes para saber se
um juizo deriva ou ndo da experiéncia sensivel.

Ainda sobre a mesma distin¢do, ndo é claro como se pode estabelecer o vinculo entre a
dimensdo negativa e a dimensdo positiva. l.e., a ndo ser pela adesdo a pressupostos préprios do
pensamento moderno — de autores como Descartes —, ndo parece haver garantia de que a origem
ndo empirica de um juizo garanta sua necessidade e universalidade. E isso fica ainda mais
complicado quando se tem em vista que, para Kant, também conceitos e intuices podem ser a
priori (Ibid, A 320 = B 377).

Sobre a distingdo entre juizos analiticos e sintéticos, € importante notar que a base
moderna na qual se assenta a analise de Kant também desempenha papel fundamental. O autor
ndo tem qualquer pudor em utilizar para sua base de definicdo uma imagem: conceitos podem ou
ndo estar contidos (enthalten) uns nos outros (Ibid, A 6 = B 10). Parece bastante dificil de
estabelecer com base nessa nocao a sinteticidade de um juizo como “a soma dos angulos internos
de um triangulo ¢ igual a dois retos™; a principio, parece absolutamente correto afirmar que
ocorre aqui a continéncia desejada e, de fato, Aristdteles assim pensou nos Analiticos Posteriores
(Cf. ARISTOTELES, 1987, 73a-74a). Parece que é proprio de um tridngulo ter a soma de seus
angulos internos igual a dois angulos retos, tanto quanto parece que é préprio dele ter trés lados
como parece também proprio dele ter a soma de dois de seus lados com cumprimento maior que
o terceiro lado. Esse ponto fica ainda mais problematico de defender ao se analisar o exemplo
aritmético oferecido por Kant no horizonte da no¢do de continéncia: parece que 0 nimero doze
de fato contém as unidades representadas pelos nimeros cinco e sete. Nesse caso, ainda
acrescenta-se 0 problema da identidade: sem divida que 5+7=12 é pensado com identidade,
afinal ndo ¢ esse o significado do simbolo “="?

Por fim, € importante notar que o horizonte de producdo das distin¢cGes ndo é paralelo.
Enquanto a distincdo entre os conhecimentos a priori e a posteriori versa sobre a derivacéo ou
origem dos conhecimentos, a distingdo entre juizos analiticos e sintéticos esta baseada na relacéo
entre 0s contetdos dos conceitos a partir das no¢Ges de continéncia e de identidade. Ou seja, a
aceitacdo de uma das distingdes ndo necessariamente nos vincula a aceitacao da outra.

O que se quer fazer notar com esses apontamentos € a que as distin¢es que, a principio,
parecem vias excelentes para transitar na filosofia da fisica, da matematica e da légica séo, na
verdade, bastante instaveis. Ademais, € importante ressaltar que uma das fontes possiveis dessa
debilidade é a oscilacéo entre o psiquico e o l6gico na qual Kant parece estar transitando. Essas

duas dificuldades — serd mostrado — Frege pretende enderecar nos Fundamentos da Aritmética.
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2. Teses filosofico-matematicas do século X1X com impacto nas nogdes fregeanas

Dois grupos de teses filosoficas, l6gicas e matematicas apareceram no debate do século
XIX que, argumenta-se aqui, exigiram que as regras para a distincdo kantiana fossem
modificadas: (i) o psicologismo ldgico-aritmético de autores como John Stuart Mill, Wilhem
Wundt e Theodor Lipps e (ii) o desenvolvimento de geometrias ndo-euclidianas com Franz

Taurinus, Nikolai Lobachevsky, Janos Bolyai e Bernhard Riemmann.

2.1 O psicologismo de Mill

O psicologismo logico-aritmético se apresentou de varias maneiras ao longo do século
XIX, mas foi na pena de Mill que ganhou sua forma mais conhecida e aquela em que é
diretamente criticada por Frege”.

O pensador britanico diz em seu System of Logic que a l6gica é simultaneamente uma arte
e uma ciéncia. Enquanto a arte logica é normativa, a ciéncia da logica seria tanto descritiva
quanto explicativa. De acordo com Mill, existe dependéncia entre a arte da légica e a ciéncia da
I6gica e é nessa dependéncia que reside sua mais evidente tendéncia psicologista. A ciéncia da
I6gica faz andlise de processos mentais e é, por essa precisa razdo, uma ciéncia dependente da
psicologia. Se isso ndo bastasse, Mill afirma que todos os fundamentos teoréticos da ciéncia da
I6gica sdo emprestados da psicologia e que, principalmente, essa ciéncia, que depende da
psicologia e que faz analise de processos mentais, precisa estar incluida na justificacdo da arte da
l6gica.

Assim, para Mill — nos momentos mais intensos de suas tendéncias psicologistas — existe
uma dependéncia entre psicologia e ldgica; tanto no que diz respeito a ciéncia, quanto no que diz
respeito a arte. Se isso for correto, o risco é direto e claro para a l6gica: 0s processos mentais e as
leis de associacdo encontram variacOes téo diversas quanto a diversidade dos sujeitos e, assim, a

I6gica ndo poderia nem ser genuina ciéncia e nem estabelecer as bases para a ciéncia aritmética.

* Existe uma disputa de interpretagdo acerca da exata posicdo de Mill. Godden e Kusch enfatizam que Mill apresenta
tanto tendéncias psicologistas quanto tendéncias anti-psicologistas em suas obras. O objetivo deste projeto ndo é o
de fazer justica ao pensamento de Mill, mas o de mostrar como ele foi interpretado por Frege e como, por ter sido
interpretado dessa determinada maneira, precisou ser respondido por Frege na forma de sua nova teoria da
analiticidade (Cf. GODDEN, 2005 e KUSH, 2020).
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2.2 As geometrias ndo-euclidianas

Desde a publicacdo dos Elementos de Euclides pareceu, para os mais diversos pensadores
do ocidente, que era possivel a realizacdo do ideal classico de ciéncia esbocado por Platdo no
Teeteto e desenvolvido por Aristoteles nos Analiticos Posteriories. Os Elementos apresentam
uma estrutura que parte de definicGes, de axiomas e de postulados e que deriva desses 0s seus
teoremas e suas proposicées. Os resultados de Euclides vigoraram no ocidente, praticamente
sem desafios, por mais de dois mil anos e até hoje sdo aplicaveis a diversos campos da
matematica e da fisica.

Houve, todavia, uma excecdo aquilo que ndo foi desafiado na geometria euclidiana: o
quinto postulado. Muito cedo na histéria da geometria houve incomodo com o Gltimo e menos

intuitivo dos postulados do matematico grego.

E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e do mesmo lado
menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente,
encontrarem-se no lado do qual estdo os menores do que dois retos (EUCLIDES, 2009,
p. 98).

Em uma versdo mais moderna e mais simples para tratar da derrogacdo do referido postulado,
pode-se reescrevé-lo como: dados um ponto A e uma reta t, existe apenas uma reta r que passa
por A e é paralelaat.

Talvez por sua complexidade — em oposicdo a simplicidade dos demais postulados — o
quinto postulado sofreu diversos ataques ao longo dos séculos, com 0s mais importantes
ocorrendo a partir do século XVIII. Johann Heinrich Lambert (Cf. O’CONNOR, J. J ¢
ROBERTSON, 2004) e Franz Taurinus (Cf. FABER, 1983, 156-162) foram os primeiros autores
ocidentais a colher resultados ndo-euclidianos, mas, de fato, é em Lobachevsky, Bolyai e
Riemman que se tem a constituigdo de sistemas de geometrias ndo-euclidianas.

Uma geometria ndo-euclidiana ¢ uma geometria que derroga o quinto postulado
substituindo-o por outro diverso. Lobachevsky e Bolyai, em suas chamadas geometrias elipticas,
propGem a substituicdo do quinto postulado por um axioma hiperbolico: ndo ha uma Unica reta
paralela r que passa pelo ponto A e ¢é paralela a t, mas infinitas. Uma consequéncia familiar e
facil de visualizar disso € a de que, num espaco hiperbdlico, a soma dos angulos internos de um
triangulo é inferior a 180°. Riemann também propde a alteracdo do quinto postulado, mas,

diferentemente dos outros dois autores, ele estabelece que ndo pode haver retas paralelas. Um
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resultado analogo ao que acabo de citar é o de que, na geometria rimanniana, a soma dos angulos
internos de um tridngulo é maior do que dois angulos retos.

O surgimento das geometrias hiperbolica e eliptica € determinante para a compreensdo
ocidental contemporanea do que vem a ser ciéncia. Durante milénios, a geometria euclidiana
reinou soberana como a efetiva concretizacdo do ideal classico de ciéncia, ndo obstante, no
século XIX, seu reinado chega ao fim. N&o é s6 que podemos conceber espacos ndo-euclidianos,
mas, o desenrolar da histéria mostrou, espacos ndo-euclidianos sdo utilizaveis em fisica e, a
depender do caso, de maneira mais adequada e mais simples do que o espaco plano de Euclides.

Frege ndo foi, de maneira alguma, indiferente a esses desenvolvimentos da geometria.

3. A nocdo fregeana de analiticidade nos Fundamentos da Aritmética

Para compreender a nogdo fregeana de analiticidade nos Fundamentos da Aritmética,
além do que acaba de ser estabelecido, é preciso investigar a critica que Frege faz, na
“Introducdo” dos Fundamentos da Aritmética, contra o psicologismo. Essa critica aponta para o
modo como Frege ira interpretar a analiticidade e a aprioridade e, consequentemente, indica
aquilo que podera ser mantido da nocao kantiana e aquilo que deve ser abandonado. Assim, nesta
ultima secdo, tratar-se-4, em primeiro lugar, da critica fregeana ao psicologismo e, em segundo

lugar, das nogdes fregeanas de analiticidade e de aprioridade.

3.1 A critica fregeana ao psicologismo

Apds se perguntar sobre a natureza do nimero e sobre no que consistem as operacdes
matematicas, Frege inicia uma série de célebres ataques ao psicologismo. Aqui, ndo ha interesse
especifico pela critica de Frege ao psicologismo. Diversamente, ha interesse pelas consequéncias
que a critica de Frege contra o psicologismo tém para sua nocao de analiticidade.

De maneira sistematica, podem-se diferenciar quatro grandes criticas do filésofo ao
psicologismo. A primeira delas ataca diretamente o psicologismo aritmético e aponta para
famosa diferenciacdo fregeana posterior entre itens mentais e sentido (Sinn). A psicologia se
interessa pela formac&o, pela ocorréncia e pelas causas das representacées, que sdo itens mentais.
O primeiro problema é que essas representacdes nada tém a ver com aritmeética. Enquanto as
representagdes/itens mentais variam para cada sujeito e para cada horizonte cultural, as
propriedades matematicas nada tém de variaveis. Por exemplo, um matematico pode ter a

representacdo mental do nimero cinco como o numeral ardbico 5, outro como o0 numeral romano
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V ou e outro, ainda, como o numeral arabe ©. Ademais, esses numerais possuem variagdes em
sua escrita de m&o, de regido por regido e, ainda, de individuo para individuo. Algo muito
diverso ocorre com o nimero cinco. Um matematico brasileiro, romano antigo ou arabe entende
e assume as propriedades do numero 5: que é impar, que é primo, que é maior do que quatro que
é menor do que seis, etc (Cf. FREGE, 1974a, p. 205-206).

A segunda critica diz respeito a ocorréncia das representacdes na mente em oposicao a
verdade das proposicGes. Talvez tenha sido um fato do passado que Pitagoras tenha descoberto o
Teorema que leva seu nome. E, do ponto de vista da psicologia, pode ser interessante entender
0S processos psiquicos que levaram o pensador grego a chegar ao seu famoso resultado em
geometria. Entretanto, isso nada tem a ver com a verdade da proposi¢éo a2 + b? = c2. Ainda que o
pensador de Samos nunca tivesse tido o trabalho e/ou os insights que o permitiram chegar ao
resultado geralmente atribuido a ele, continuaria sendo verdade que as somas dos quadrados dos
catetos € igual ao quadrado da hipotenusa (Cf. Ibid, 1974a, p. 206).

A terceira critica diz respeito a relacdo existente entre a causa da ocorréncia das
representacdes e a justificacdo das proposi¢cdes. Das quatro criticas, essa é, sem davida, a mais
fundamental para a nogédo fregeana de analiticidade — e é, provavelmente, a mais elegante. Frege
nos coloca que, sem qualquer davida, Pitdgoras ndo teria sido capaz de demonstrar seu teorema
sem a adequada quantidade de fosforo em seu cérebro. Contudo, também sem qualquer divida, a
quantidade de fdésforo no cérebro de Pitdgoras ndo € uma das linhas da prova em favor do
Teorema. Isto quer dizer: a causa da ocorréncia de um determinado pensamento nao tem relacao
com o conhecimento, uma vez que conhecimento, desde Platdo, envolve justificacdo e, Frege
denuncia, ndo envolve determinacdo de causas de processos mentais. A nogéo de justificacdo e o
modo em que ela é abordada aqui oferecem os elementos mais fundamentais para aquilo que
constituird a nocdo fregeana de analiticidade (Cf. Ibid, 1974a, p. 206).

A quarta objecdo, por fim, estabelece uma dissencdo entre 0 modo de ser das
representacfes e 0 modo de ser das proposicdes aritméticas. Essa quarta objecdo, menos
fundamental para os objetivos presentes do que as demais, parece visar muito mais um efeito de
desmoralizacdo do psicologista do que uma genuina objecdo. Representacdes — é natural — se
desenvolvem no tempo. E caracteristico de mentalidades humanas que sejam diversas e que
tenham, em diferentes periodos histéricos, também diferentes caracteristicas e propriedades.
Assim, Frege, por absurdo, supe que 0 mesmo ocorreria com as proposi¢cdes matematicas. Diz o

filésofo que, no passado, 2 + 2 deve ter resultado 3; que hoje, diferentemente, resulta 4 e; que, no

> Hoje temos condicao de dizer que ndo foi assim (Cf. KATZ, 2009, p. 19)
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futuro, nada impede que venha resultar 5. Como Frege assume que esse obviamente ndo pode ser
0 caso, entdo resta claro que proposi¢des aritméticas e representacfes sdo coisas absolutamente
diversas como sao diversas psicologia e aritmética (Cf. Ibid, 1974a, p. 206).

Dois sédo os resultados fundamentais dessas objecfes que interessam reter para 0 que vem
a seguir. Em primeiro lugar, existe uma dissencdo intransponivel entre, por um lado, a causa e a
ocorréncia de uma representacio e, por outro, a justificagio de uma proposicdo aritmética. E
absolutamente indiferente do ponto de vista aritmético se alguém ficou sabendo do Teorema
Fundamental da Aritmética por estudar matematica, por ter tido aulas, por ter descoberto sozinho
ou por ter essas ideias implantadas em si por um ser superior. Da perspectiva aritmética, o que
interessa é a justificacdo do Teorema, i.e., aquilo que fundamenta a verdade da proposi¢do. Em
segundo lugar, mas ainda timidamente, as criticas de Frege servem para distinguir representacdes
— como sdo as Urteile de Kant (2001, A 320 = B 376) — de proposi¢cdes. Representacdes, Frege
diz nos trechos seguintes do texto, s&o mente-dependentes e subjetivas; proposi¢cdes séo mente-
independentes e objetivas.

3.2 ProposicOes analiticas e sintéticas; proposicdes a priori e a posteriori em Frege

O modo de avaliacdo fregeano para a determinacdo de tipos de proposicdo estd
diretamente alinhado com o que acaba de ser dito sobre representacfes e sobre justificacdo. Se
proposi¢cdes ndo sdo representacoes, é indiferente do ponto de vista de uma investigacdo légico-
aritmética 0 modo como acessamos as representacdes relativas a certas proposi¢des (Cf. FREGE,
1974a, p. 210). Assim, contra Kant, ndo ha motivo para querer saber qual a origem dos juizos, se
requerem ou ndo experiéncia sensivel. Tampouco o critério de continéncia, tdo flagrantemente
subjetivo, serve para determinar a analiticidade de uma proposicdo. Analogamente, se as causas
sdo desimportantes, mas a justificacdo é fundamental, ndo ha motivo para querer saber o qué
produziu no sujeito esta ou aquela representacdo; se foi afeccdo sensivel, se foi producéo
espontanea: tudo isso é confusdo psicologista.

Para Frege, nesta segunda etapa dos Fundamentos da Aritmética (lbid. 1974a, 881-4),
uma proposicdo s6 pode ser determinada como analitica ou sintética, como a priori ou a
posteriori (i) a partir do estabelecimento de uma prova/demonstracdo da proposicdo avaliada e
(ii) a partir da determinacdo da relagdo da verdade da proposi¢cdo demonstrada com as verdades
logicamente anteriores (Cf. Ibid, 1974a, p. 210). Uma vez respeitadas essas duas etapas, pode-se

adequadamente determinar o tipo da proposicao.
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Uma proposicdo é analitica se, ao ser provada, descobre-se que sua verdade se
fundamenta, exclusivamente, em leis ldgicas ou em defini¢cGes permissiveis por leis ldgicas (Cf.
Ibid, 1974a, p. 210-211). Diferentemente, se a demonstracdo permite perceber que a proposicao
provada € ancorada em algum campo cientifico especifico, entdo a proposicao € sintética.

Pode-se dizer que uma proposi¢do € a priori quando sua verdade é fundamentada em
proposi¢Oes mais gerais que ela mesma e ndo em fatos particulares. Quando, alternativamente, a
proposicdo enuncia um fato particular ou se ancora num fato particular, entdo a proposicao € a
posteriori (Cf. 1bid, 1974a, p. 211).

Assim, proposicGes geométricas sdo sintéticas a priori — 0 que, obviamente, ndo quer
dizer que Frege concorda com Kant®. Proposices geométricas séo a priori para Frege, pois s&o
fundamentadas em leis gerais, mais especificamente, nos seus axiomas. Essas proposicdes sao,
também, sintéticas: se baseiam em leis especificas de um campo da ciéncia. Resta 6bvio que
essas leis sdo especificas de um campo da ciéncia pelo surgimento das geometrias ndo-
euclidianas. O quinto postulado ndo pode ser uma lei geral do pensamento/da légica como o
principio de ndo-contradicdo, pois o referido pode ser derrogado e, mesmo assim, ocorrer a
manutencdo do sistema geomeétrico, o que foi provado por Lobachevski, Bolyai e Riemann. Se se
abandona momentaneamente o arcabouco conceitual fregeano, pode-se dizer que proposicoes
geométricas sdo analiticas por serem baseadas dedutivamente em axiomas. E isso, obviamente,
seria impensavel para Kant. Para o prussiano, como foi visto (Cf. Item 1.4), é uma exigéncia do
estabelecimento de verdades geométricas a construcdo dos objetos geométricos na intuicdo pura.
Para Frege, isso nada tem a ver com proposicdes geométricas; essa € uma questdo relevante
apenas para o psicologo.

Em contrapartida, para Frege, as proposicdes aritméticas sdo analiticas a priori. Sdo a
priori, pois, similarmente ao que ocorre com a geometria, as proposicdes aritméticas se baseiam
em proposi¢des mais gerais; em axiomas. Porém, e aqui em conflito explicito contra Kant, elas
sdo também analiticas, ou seja, baseiam-se exclusivamente em leis gerais da l6gica e em
definicBes permissiveis por essas leis. Em outras palavras, e esse é o grande resultado que Frege
buscara estabelecer no andamento posterior do texto: as leis da logica e as leis da aritmética sdo
as mesmas. O universo legal que garante a validade do modus tollens ou das Leis de De Morgan
€ 0 mesmo universo que garante a propriedade distributiva da multiplicagdo ou uma soma como
2+2=4.

® Para que fique claro: a presente investigacdo se opde, aqui, ao que diz Kenny (Cf. 2005, p. 57) sobre Kant, ndo ao
que o autor diz sobre Frege.
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4. Considerac0es Finais

Neste trabalho, se supde ter sido explicitado que a nocdo fregeana de analiticidade é
tributaria da de Kant, mas que é completamente diversa da apresentada pelo prussiano. Para
Frege, proposi¢des serem analiticas ou sintéticas/a priori ou a posteriori nada tem a ver com a
representacdo derivar ou ndo da experiéncia sensivel, ser originada ou ndo na experiéncia
sensivel, mas tem a ver, Unica e exclusivamente, com a fundamentacdo ou justificacdo da
proposicao.

Apresentou-se que isso € da relatada maneira, pois era urgente para Frege (i) responder ao
psicologismo bem como (ii) dar conta da demanda epistemoldgica gerada pelas geometrias nao-
euclidianas. Em sua resposta ao psicologismo, Frege estabeleceu sua diferenciacdo entre
representacdes e proposicdes e, em sua apreciacdo das geometrias nao-euclidianas, o filésofo
percebeu a ndo universalidade logica do quinto postulado e, consequentemente, o carater
sintético do principio.

Todavia, resta um elemento para ser avaliado nesta apresentacdo da nocdo fregeana. Se
parece seguro afirmar que o psicologismo e as geometrias ndo-euclidianas foram fundamentais
para a formacdo das nocGes fregeanas de analiticidade e de aprioridade, ndo fica ébvio qual é o
exato papel que se pode atribuir & Teoria de Conjuntos e nisso consistira o desenvolvimento da

pesquisa que aqui se comeca a delinear.

OBJETIVOS

Os objetivos da pesquisa podem ser divididos em duas partes: uma tedrica e outra
pedagdgico-extensionista.

Do ponto de vista teorico, quer-se (i) estabelecer os elementos fundamentais para as
nocgdes fregeanas de proposicao analitica e de proposicao a priori bem como (ii) publicar esses
resultados na forma de trés artigos: um sobre as no¢bes de analitico e a priori em Kant e Frege,
um sobre a origem da Teoria de Conjuntos e outro, final, sobre a relacdo entre origem da Teoria
de Conjuntos e as nogdes fregeanas de proposicoes analiticas e de proposic¢des a priori.

De uma perspectiva pedagdgico-extensionista, quer-se construir esses produtos no bojo
de uma rede de estudantes. Isso sera feito por meio da constituicdo de um Seminario Quinzenal
Permanente interdisciplinar de estudos sobre as nocbes de andlise e de aprioridade, pela
constituicdo de Minicursos e pela organizagdo e realizacdo de um Simpdsio sobre temas de

Filosofia e Matematica.
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PLANO DE TRABALHO

1. Direcdo de Seminério de Leitura e Pesquisa Quinzenal interdisciplinar e, preferencialmente,
interinstitucional sobre juizos e proposicGes analiticas e a priori com participacdo de estudantes
de Graduagdo e de P6s-Graduacéo.
1.1 O objetivo é o de que, a partir desse seminario, os estudantes produzam apresentacoes
de trabalho ou artigos sobre juizos e proposicdes analiticas, sobretudo, a partir das obras
de Kant, de Frege e de Quine.
1.2 Caso haja sucesso produtivo, o plano é o de organizar, ao final do periodo de vigéncia
da pesquisa, um livro com essa producgéo.
2. Oferta de Curso de Extenséo ou Curso de Verdo sobre juizos analiticos e sintéticos e juizos a
priori e a posteriori em Kant.
3. Producdo de artigo sobre analiticidade e aprioridade na geometria em Kant e Frege.
4. Oferta de Curso de Extensdo sobre as origens da Teoria de Conjuntos em Cantor.
5. Producéo de Artigo sobre as origens Teoria de Conjuntos em Cantor.
6. Organizacéo e execuc¢do de Simpdsio sobre Filosofia da Matematica.
7. Producdo de Artigo final sobre Teoria de Conjuntos e proposi¢des analiticas e a priori nos
Fundamentos da Aritmética.

8. Entrega do Relatorio Final.

Cronograma

Bimest | Ago- Out- | Dez- | Fev- | Abr- | Jun- | Ago- | Out- | Dez- | Fev- | Abr- | Jun-
re Set Nov Jan Mar | Mai Jul Set Nov Jan Mar | Mai Jul
Ano 23 23 24 24 24 24 24 24 25 25 25 25

Semina
rio X X X X X X X X X

Minicu
rso X
Kant

Artigo
Kant e X X
Frege

Minicu
rso
Teoria X X
de
Conjun
tos

Artigo
Teoria
de X X
Conjun
tos
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Organi
zagéo X X X
Simpo6s
io

Realiza
céo X
Simpos
io

Conjun
tos e X X
analitic
idade

Relato
rio X
Final

MATERIAL E METODOS

Como indicado pelos itens anteriores do presente projeto, o que ha de mais fundamental
nesta pesquisa sera realizado mediante analise de conteudo bibliogréfico. Tal analise sera
efetuada em trés etapas: (i) juizos e proposi¢Oes analiticas em Kant e Frege; (ii) origens da
Teoria de Conjuntos e (iii) o impacto da Teoria de Conjuntos para as no¢des fregeanas de
analiticidade e de aprioridade. Com a formacdo do Seminario Quinzenal, buscar-se-4 estabelecer
debate entre a posicdo de Frege sobre analiticidade e aprioridade e a de autores de outros
periodos da Historia da Filosofia, em especial, Aristoteles, Kant e Quine.

Na primeira etapa, 0s textos basicos serdo os da Critica da Razdo Pura e dos
Fundamentos da Aritmética. Para orientar a reflexdo, serdo utilizados, ainda, os cléssicos
comentarios de Vaihinger, de Kemp Smith e de Paton a Kant, a obra de Coffa sobre o que ele
chama de tradi¢do semantica, o artigo de Proops sobre juizos em Kant e a interpretacdo de Frege
produzida por Kenny.

Em um segundo momento, investigar-se-a os artigos de Cantor de 1874 e de 1879 com o
auxilio do artigo de Ferreirds (2020) e dos livros de Gregersen (2011) e de Katz (2009). Buscar-
se-a encontrar quais 0s elementos presentes na teoria desenvolvida pelo matematico que
influenciaram na formacao fregeana de analiticidade e de aprioridade.

Por fim, no terceiro momento, acessar-se-a0 0s ja classicos textos de Dummett (1973 e
1991) e de Sluga (1999) sobre o pensamento fregeano bem como o artigo de Gabriel (1986)
sobre o filosofo. Nesta etapa, a busca sera a de aprofundar e a de completar eventuais lacunas
deixadas pelos outros momentos da pesquisa e de, com sorte, chegar a uma conclusdo sobre a

relagdo entre a Teoria de Conjuntos e as nogdes fregeanas de analiticidade de aprioridade.
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